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Konstruktion von Aufgabenstellungen zur analytischen
Geometrie mit ,,schonen® numerischen Werten

Maria Koth, Universitat Wien
1. Gitterpunkte auf Kreisen und Kugeln

1.1 Hohenschnittpunkt und Umkreismittelpunkt eines Dreiecks

Als erstes einfaches Beispiel fiir die Konstruktion von Aufgabenstellungen mit ganzzahligen
numnerischen Werten soll die folgende Frage betrachtet werden: Wie kann man die Eck-
punktskoordinaten eines Dreiecks in R? ganzzahlig wahlen, so dass auch die Koordinaten des
Héohenschnittpunktes und des Umkreismittelpunktes ganzzahlig sind?

Fine einfache Mdglichkeit, solche Dreiecke zu finden, besteht darin, als Dreieckseckpunkte
ganzzahlige Gitterpunk.2 auf einem Kreis in Mittelpunktslage zu wihlen und anschlieBend
eine Translation anzuw: nden.

Da, zum Beispiel, 65 =8+ 12 = 72 + 42 ist, liegen auf dem Kreis x*+y? = 65 insgesamt 16
Punkte mit ganzzahligen Koordinaten, namlich aile Punkte mit den Koordinaten (£8/41),
(£1/28), (£7/44), (£4/7).

Es gibt vielfdltige Moglichkeiten, drei dieser Punkte als Dreieckseckpunkte auszuwéhlen. (Je
nach Wahl der Punkte kann man spitzwinkelige, stumpfwinkelige oder rechtwinkelige Drei-
ecke erzeugen.) Alle diese Dreiecke haben den ganzzahligen Umkreismittelpunkt U(0/0), und
auch die Hohenschnittpunkte dieser Dreiecke haben ganzzahlige Koordinaten:

Bekanntlich liegen in jedem Dreieck der Umkreimittelpunkt U, der Schwerpunkt S und der
Hohenschnittpunkt H auf einer Geraden (= eulersche Gerade), wobei S die Strecke UH im
Verhiltnis 1:2 teilt. Daraus folgt, dass

S=U+ 1500 o 3.5=3U+HU) o 38=H+2U.

Da S = 1/3.(A + B + C) ist, kann man die Gleichung H +2.U =38 auch in der Form
H +2.U = A+ B + C anschreiben.

In jedem Dreieck gilt also: H+2.U=38=A+B+C

Diese Beziehung erméglicht es, bei bekanntem U die Koordinaten von H einfach zu berech-
nen und zeigt auBerdem, dass in einem Dreieck mit ganzzahligem A, B, C und U stets auch H
ganzzahlige Koordinaten hat.
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Beispiel:
Wihlt man nun, zum Beispiel, A(-8/-1), B(7/-4) und C(4/7) auf dem Kreis x*+y* = 65, so hat
dieses Dreieck den Umkreismittelpunkt U(0/0) und den Héhenschnittpunkt H=A+B+C=

(3/2).

Durch Verschieben um einen Translationsvektor_t‘mit ganzzahligen Koordinaten erhélt man
ein Dreieck A,B,C, mit ganzzahligem Umkreismittelpunkt U, und ganzzahligem Hohen-
schnittpunkt H,, wobei aber U, nicht mehr der Nullpunkt ist.

Sei, zura Beipiel, T = (5/1):

A= A+T = (-8/-1) +(5/1) = (-3/0)
B,= B+1 = (7/-4) +(5/1) = (12/-3)
C,= C+T = (WT)+(5/1) = (9/8)
U, = U+T = (0/0) +(5/1) = (5/1)
H,= H+T = (3/2)+(51) = (8/3)

1.2 Kreis- und Kugelaufgaben

Ganzzahlige Gitterpunkte auf Kreisen in Mittelpunktslage ermdglichen es nicht nur, Dreiecke
mit ganzzahligem Héhenschnittpunkt und Umkreismittelpunkt zu finden, sondern sind beim
Erstellen vieler Aufgabenstellungen aus dem Bereich der analytischen Geometrie des Kreises
von Nutzen.

Beispiel:
Es sollen ,,schéne® numerische Werte fir A, B, g und h der folgenden Aufgabenstellung ge-

funden werden:
,Ein Kreis durch die Punkte A und B hat seinen Mittelpunkt auf der Geraden g. Die Schnitt-
punkte dieses Kreises mit der Geraden h sind zu ermitteln.*

Wiederum kann man von einem Kreis in Mittelpunktslage ausgehen, und die hier gewihlten
numerischen Werte durch Anwenden einer Translation modifizieren.

Auf dem Kreis x+y* = 85 liegen 16 ganzzahlige Punkte. Man wihlt nun zwei Punkte A und B
auf diesem Kreis, zum Beispiel A(-2/9) und B(9/2), und eine beliebige Gerade g durch den
Kreismittelpunkt (0/0), zum Beispiel g:3x+2y=0.

Die Gerade h soll ganzzahlige Schnittpunkte C und D mit dem Kreis haben. Wihlt man, zum
Beispiel, C(-9/-2) und D(6/-7), so errechnet man h: x+3y = -15.

Nun wendet man eine Translation, zum Beispiel mit dem Schiebungsvektor T=(4/3), an. Man
erhilt:

A A+T=(212)
B B+T=(13/5)
M M +T=(4/3)
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Durch eine Translation wird jede Gerade auf eine zu ihr parallele Gerade abgebildet. Die Ge-
rade g:3x +2y =0 geht daher durch die Translation in eine Gerade der Form 3x +2y =¢
iiber. Da die verschobene Gerade durch den neuen Kreismittelpunkt (4/3) verlaufen soll, erhilt
man als Bildgerade 3x + 2y = 18. Analog dazu geht die Gerade hix + 3y =-15 in die parallele
Gerade x + 3y = -2 durch den Bildpunkt C, = C +T = (-5/1) tiber.

Die anfangs betrachtete Aufgabenstellung kénnte nun folgendermaBen formuliert werden:
Ein Kreis durch die Punkte A(2/12) und B(13/5) hat seinen Mittelpunkt auf der Geraden
g:3x+2y=18. Die Schoittpunkte dieses Kreises mit der Geraden h:x+3y= -2 sind zu ermitteln.

Reispiele fiir Kreise x* + y? = 1? mit mehreren ganzzahligen Gitterpunkten sind:

r Gitterpunkte
5 (@3/24), (14/23), (£5/0), (0/23)
50 (£7/%1), (£1/47), (5/%5)
65 (£7/44), (£4/27), (£8/%1), (£1/%8)
V85 (£T/26), (K6/£T), (£9/%2), (£2/£9)
10 (£6/28), (£8/£6), (£10/0), (0/£10)
125 | (211/22), (22 £11), (£10/£5), (£5/£10)
145 (£9/28), (= /29), (+12/%1), (£1/%12)

Analog dazu kann man, ausgehend von ganzzahligen Gitterpunkten auf Kugeln in Mittel-
punktslage Aufgabenstellungen zur analytischen Geometrie der Kugel mit schonen numeri-
schen Werten erstellen.

Beispiele fiir Kugeln x* + y* + 22 =1 mit mehreren ganzzahligen Gitterpunkten sind:
Sp

Zerlegung £=x*+y* + 7

T
3 32=Oz+02+32___22+22+12
Vi7 | 17=#+ 12+ @=32+22+22
\/’1_8_ 18=32+32+02=4z+12+12
5| =0+ 5=3 44240
AT | 27=5 12412 =31 324 B
6| =0+ 2+ 6r=042+42+ 22
38 | 38=6+ 12+ 12=5 342
7 72=Oz+02+72=62+.32+22
ET | 57=R e =T 224 D
9 92=02+02+92=82+42+12=62+62+32=72+42+42
GG | 86=51+5+ 6 =12+ R+ P+ T
NEhY 90=92+3:+02=82+1z+52=72+42+5z
NCT 98=72+72+Oz=92+4z+12—‘-'-82-3"5:-5'3:
11| 1= P+ 12 =T 4662 =P DT E
3| 13=0+E+13P=0P+3+ 1223248717
5| e 1Fm 842+ 9= 1R -2 =10 F 10+ S =120




4 et U MR 4 -

R i KPR k3 R R

i e S

- 81 -

17 | 17P=02+ 02+ 172 =02+ 82+ [52= 124 122+ 122 = 2 + §2 + 22

19 192=OZ+OZ+191=Il+62+182:172+62+62=152+62+102

21 | 2=+ 0421 =R+ R+ 20 = 112+ 82+ 16 =132+ 42+ |62 = |G + 42 + B2 =
= 42+ 14+ T2 =92 + 62+ 182

23 | 2P =00 2P =R+ 6+ 2 =34 12+ 1§ =6+ 132+ 1§

25 | 259 =02+ 02 252 =24 + T2+ (R =202 + 152+ 02 = 9 + 122+ 207 = [22 + 152 + 162
27 | 2P =P+ Q42T =T+ 22+ 267 =232 + 22+ 142 =252 + 22 + 1P = 10 + 107 + 23?
= 184182+ 92 =32+ 1224242 =217 + 122 + 122

2. Heronische Dreiecke

Als nichstes sollen nun Dreiecke in R? mit ganzzahligen Eckpunktskoordinaten und ganzzah-
ligem Inkreismittelpunkt ermittelt werden. Das flihrt auf den Begnff des heronischen Drei-
ecks.

2.1 Eigenschaften heronischer Dreiecke

Bei Dreiecken mit ganzzahligen oder mit zumindest rationalen Eckpunktskoordinaten in R?
kann man die Héhen, die Seitensymmetralen und die Schwerlinien durch Gleichungen ax + by
= ¢ mit ganzzahligen Koeffizienten a, b und ¢ beschreiben. Die Lésung eines Systems zweier
solcher Gleichungen ist stets ein rationales Zahlenpaar. Daraus folgt, dass fiir jedes Dreieck in
R? mit rationalen Eckpunktskoordinaten auch die Koordinaten des Héhenschnittpunkts, des
Umkreismittelpunktes und des Schwerpunktes rationale Zahlen sind. Fiir den Inkreismittel-
punkt und die Ankreismittelpunkte dagegen ist das nur bei sogenannten heronischen Dreiek-
ken der Fall.

Den Inkreismittelpunkt I und die Ankreismittelpunkte I,, I, und I; eines Dreiecks mit den
Eckpunkten A, B, C und den Seitenlidngen a, b, ¢ kann man relativ bequern mit Hilfe der fol-
genden Formeln bestimmen:

___a-A+b-B+c-C

I
a+b+c
! =—~a~A+b-B+c-C I _aA-b-B+c-C I _a-A+b-B-c C
l -a+b+c 2 a-b+c 3 a+b-c

Diese Formeln zeigen, dass die Punkte [, I, I, und I; nur dann rationale Koordinaten haben,

wenn nicht nur die Eckpunktskoordinaten, sondern auch die Seitenldngen des Dreiecks ratio-
nal sind.

Unter einem heronischen Dreieck (auch rationales Dreieck genannt) versteht man ein Drei-
eck mit rationalen Seitenlingen und rationalem Flicheninhalt. In solchen Dreiecken sind zahl-
reiche weitere Bestimmungsstiicke rationale Gréfen, zum Beispiel
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o die sin-, cos- und tan-Werte der drei Dreieckswinkel,

die drei Dreieckshdhen,

die Abschnitte, in die die Dreiecksseiten durch die HohenfuBpunkte geteilt werden,
die Abschnitte, in die die Hohen durch den Hohenschnittpunkt geteilt werden,

die Seitenlingen des HéhenfuBpunktdreiecks,

die Normalabstinde des Schwerpunktes von den Dreiecksseiten,

die Normalabstinde des Umkreismittelpunktes von den Drelecksseiten,

e der Umkreisradius,

der Inkrejsradius,

die drei Ankreisradien,

die Abschnitte, in die die Dreiecksseiten durch die Winkelsymmetralen geteilt werden,
die Abschnitte, in die die Seiten durch die Beriihrungspunkte des Inkreises zerfallen,
die Abschnitte, in die die Seiten durch die Berithrungspunkte der Ankreise zerfallen,

[ ] e o & o o

e & o

Nicht notwendigerweise rational sind dagegen:

o die Lingen der Winkelsymmetralen,

o die Abschnitte, in die die Winkelsymmetralen durch den Inkreismittelpunkt geteilt werden,

o die Seitenlingen des Dreiecks T,T,T; mit den Beriihrungspunkten des Inkreises als Eck-
punkten,

o die Seitenlingen des Dreiecks I,L,I, mit den Ankreismittelpunkten als Eckpunkten,

o die Langen der Schwerlinien (Man kann sogar zeigen, dass ein heronisches Dreieck héch-
stens eine rationale Schwerlinie haben kann),

Wird ein Dreieck in R? von den Seitenvektoren 2= (a,/2,) und b = (b,/b,) erzeugt, so ist sein
Flicheninhalt gegeben durch A, =%#a,b, - a,b]. Daraus folgt, dass jedes Dreieck in R?* mit
rationalen Eckpunktskoordinaten auch rationalen Flacheninhalt hat.

Aus den oben angefithrten Eigenschaften heronischer Dreiecke folgt, dass in einem Dreieck in
R? mit rationalen Eckpunktskoordinaten und rationalen Seitenlingen auch die folgenden
Punkte rationale Koordinaten haben:

Héhenschnittpunkt, Schwerpunkt, Umkreismittelpunkt,

Seitenmittelpunkte, Hohenfulpunkte,

Spiegelpunkte des Hohenschnittpunktes an den drei Dreiecksseiten,

Spiegelpunkte des Umkreismittelpunktes an den drei Dreiecksseiten,

Inkreismittelpunkt, Beriihrungspunkte des Inkreises,

Ankreismittelpunkte, Berithrungspunkte der Ankreise,

Mittelpunkt des Feuerbachkreises (F = 0.5(U+H)), Nagelpunkt (N =3.5 - 2.1),

e & & o o & o

Ist ABC ein heronisches Dreieck mit rationalen Eckpunktskoordinaten in R?, so sind auch das
HohenfuBpunktdreieck und das Seitenmittendreieck von ABC sowie die Dreiecke ABH, BCH
und ACH heronische Dreiecke mit rationalen Eckpunktskoordinaten.
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2.2 Heronische Dreiecke in R? mit ganzzahligen Eckpunkten

Es gibt verschiedene Méglichkeiten, konkrete Zahlenbeispiele fiir heronische Dreiecke mit
ganzzahligen Eckpunktskoordinaten in R* zu ermitteln. In diesem Abschnitt wird gezeigt, wie
man ausgehend von pythagoreischen Zahlentripeln heronische Dreiecke erhalten kann. Da
man die Lage der Dreiecke durch Translationen und Drehstreckungen verdndern kann (siche
Abschnitt 3), geniigt es, von einem Dreieck auszugehen, dessen Eckpunkt A der Nullpunkt ist
und dessen Eckpunkt B auf der positiven x-Achse liegt.

Jedes pythagoreische Zahlentripel (p/g/r) mit p* + ¢* =r? legt folgendermallen ein rechtwinke-
liges heronisches Dreieck fest:

A(0/0), B(p/0), C(p/q) ~d - Clpla)

Fiir diese Dreieck errechnet man: ~

H(p/0), U(‘—;-|i), 1( plp+r) P4 )

p+q+r p+g+r

9

A P BCplo) X

Durch Zusammenfligen zweier solcher Dreiecke erhilt man ein gleichschenkeliges heroni-
sches Dreieck:

A(0/0), B(2p/0), C(p/q) W)
Dieses Dreieck ist fiir p<q spitzwinkelig,

fiir p=q gleichschenkelig-rechtwinkelig und
fiir p>q stumpfwinkelig. Berechnung ergibt:

o) o)

X
Pq
L(p+rlq)1,(p- rlq),f,(pl FE r)
Konkrete Beispiele fiir solche gleichschenkeligen heronischen Dreiecke sind:
(p/p/r) A B C H U I I L L
sy 10y [©60) [GA) [[2) e (3/1.5) [(8/4) |(-24) |(3/-6)

(#3/5) | (0/0) | (8/0) |(4/3) |(+s'g
(5/12/13) | (0/0) | (10/0) | (5/12)

(12/5/13) | (0/0) | (24/0) | (12/5) |(
($/15/17) | (0/0) | (16/0) | (8/15) (g/“)
(

(7:24/25) | (0/0) | (14/0) | (7/24)

s1-2) (0d) OB (U3 |@-12)

5/112) (sr2)  |(1812) |(-8/12) |(5/-7.5)

E

12

2/28.8) [ (12/-11.9) [(12/2.4) |(25/5) |(-1/5)  |(12/-60)
4 (g/m) (8/4.8) [(25/5) [(-9/15) |[(/-4)

) |(1525) |(32/24) (-18/24) | /-2
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Spiegelt man den Dreieckseckpunkt C an der x-Achse, so erhilt man eine Raute mit ganzzah-
ligen Seiten- und Diagonalenlingen (a=r, ¢ = 2p, f=2qund h = 2pq/r) und ganzzahligen

Eckpunkten (0/0), (p/-q), (2p/0),

@9

Durch zwei pythagoreische Zahlentripel (p/g/r) und (Yq/u) mit gemeinsamer Kathete g werden
die folgenden ungleichschenkeligen heronischen Dreiecke festgelegt:

Sei p’q)t>o Apata Pt =1 A £+ gt =

4

A(0/0), B(p + /0), C(p/éJ

o und B sind stets spitze Winkel,
y ist ein spitzer Winkel « pt < g

2)of231858
H(plq UL | 7 )

I((p+t)(r+p)l g(p+1) )

r+p+t+u r+p+i+u

ra C

A(0/0), B(p-t/0), C(p/q)

stumpfwinkeliges Dreieck
mit stumpfern Winkel 8

o) o 25125,
I((p -0(p+r),_g9p-1) )

p-t+r+u p-t+r+u

Konkrete Beispiele fiir solche ungleichschenkeligen heronischen Dreiecke sind:

(p/q/1) (Vq/u) A B C I I8 L 1
(15/8/17)]  (6/8/10)| (0/0)| (21/0)| (15/8) (14/3.5) (24/6)|  (-3/12) (7/-28)
(0/0)| ((970)| (15/8) (8/2)| (18/4.5)| (-9/36) (1/-4)
(40/9/41)| (12/9/15)| (0/0)| (52/0)| (40/9) (39/‘-33-) (54/6)|  (-2/18)| (13/-117)
(0/0)| (28/0)| (40/9)1 (27/3) (42 / %) (-14/126) (1/-9)
(9/12/15)| (5/12/13)} (0/0)| (14/0)| (9/12) (8/4)| (21/10.5)| (-7/14) (6/-12)
(0/0)| (4/0)y| (9712)| (3/1.5) (16/8)| (-12/24) (1/-2)
(16/12/20)| (9/12/15) (0/0)| (25/0)| (16/12) (15/5)1  (30/10)| (-5/15)} (10/-30)
00y (7/0)| (16/12) (6/2) QUT)| (-14/42) (1/-3)
(16/12/20)| (5/12/13)| (0/0)| (21/0)| (16/12) (14/-‘31) (27/9)| (-6/18) (7/-21)
(0/0)] (11/0)| (16/12) (9/3) (22/_252.) (-11/33) (2/-6)
(30/16/34) | (12/16/20)| (0/0)| (42/0)| (30/16) Q8/7)| (48/12)| (-6/24)} (14/-56)
(0/0)| (18/0)| (30/16)} (16/4) (36/9)| (-18/72) (2/-8)
(36/15/39) | (20/15/25)| (0/0)| (56/0)| (36/15) (35/7y| (60/12)| (-4/20)| (21/-105)
(0/0)| (16/0)| (36/-48)} (13/3) (40/8) | (-24/120) (1/-5)
(21/20/29) | (15/20/25) | (0/0)| (36/0)| (21/20) (20/8)| (45/18)| (-9/22.5)| (16/-40)
(0/0)} (6/0)| (21/20) (52 (30/12)| (-24/60)| (1/-2.5)
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Da bei allen bisher betrachteten heronischen Dreiecken die Seite AB auf der x-Achse liegt, ist
stets die y-Koordinate des Inkreismittelpunktes gleich dem Inkreisradius des Dreiecks.

Bei jedem Dreieck ABC ist der Inkreismittelpunkt I der Hohenschnittpunkt des aus den

Ankreimittelpunkten [,LI; gebildeten Dreiecks, und die Punkte A, B und C sind die Hohen-
fuBpunkte dieses Dreiecks. Somit kann man den obigen Tabellen gleichzeitig auch Dreiecke
I,LI, mit ganzzahligem Hohenschnittpunkt und ganzzahligen HéhenfuBpunkten entnehmen.

Spiegelt man den Eckpunkt C des Dreiecks [A(0/0), B(p + t/0), C(p/q)] an der x-Achse, so
erhilt man ein Deltoid mit ganzzahligen Seiten- und Diagonalenlingen (a=r1,b=u,e=p+4§
f=2q) und ganzzahligen Eckpunkten (0/0), (p/-q), (p+v0), (p/Q).

7.3 Eine andere Konstruktion heronischer Dreiecke

Dreiecke it ganzzahligen Eckpunktskoordinaten und ganzzahligen Seitenldngen kann man
auch mit Hilfe des folgenden Ansatzes ermitteln:

Die Seitenvektoren des Dreiecks ABC miissen der Bedingung BA + AC+ CB=v geniigen.
Setzt man

Y al _C" aZ E—l a}
Ba=t - b, , AC=t - b, ) B =t b, )
so ist die Bedingung BA+AC+ CB=o iquivalent zum folgenden linearen Gleichungssy-

stem:

.2, +t.a, tta=0
t.b, +t.b, by =0

t ] 14, bl ab -ab

Als Losung erhdlt man, dass | £, I a,|x b2 =lab - alb3 sein muss. Setzt man den
' t ) \a b ab -ab
3 3 3 12 21

Proportionalititsfaktor gleich 1, so erhélt man das Dreieck mit den Seitenldngen

2= BC| =t Varby* = fa,b, - arb] Vo +b:
b=1AC] = [t V7B = [a,0, -a05|-Vay'+by’
¢ = |AB| = -2, ¥0,7 = asbs - a0 Va b,

Damit diese Seitenldngen rational (bzw. ganzzahlig) sind, setzt man
3’ = zulvp b1 = u12'V12; a'2 = 2112"2: bz = u'.’z - sz’ 4 = ?..U.]V3, b3 = ulz 'vjz’
wobei u,, U, u,, v, V,, v; rationale (bzw. ganze) Zahlen sind.

Umformung ergibt:
b= 2.0y + vyvs) (U4, - WYs)
L= 20w, + v,vy)(0,vy - uvy)
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Als Eckpunktskoordinaten des Dreiecks kann man daher wihlen:

B

B=-tt,

(a’) = (u,u, + vzvs).(u,vs-uwz).(
b1/ - e

a
C=13ut, (sz = (u,uy + v,vy).(u,v, - uavl).(
2

wobei = {u,/u,/uy) und v = (v,/v,/v,) beliebige Elemente vor Z° sind.

P).uv
2 2

2

2-uv
11

ul__v27

1 1

2 ‘21’

U, v

Konkrete Zahlenbeispiele fiir mit diesem Ansatz ermittelte heronische Dreiecke sind:

A B C H U I 1, L I,

O0) | (40)| G| (224 (24| (2-4)] (@14 (28841 (2/0)
O0) (1824 (140)| (1824)| (T124)| (2-4)| (A42-84)|  (126)) (28/-19)
0 ©12)|  (T0)| (©r12)| (3512)| (Upf (2142 (&5 (47
)| (1536)| (330)| (15/-20)| (-16.5728)| (:6/9)| (:66/99)| (-27-18)) (33/22)
©0)| (29| (1216)| @40y} (012.5)| (1010)]  (15/15)]  (3030)}  (5-)
©0)| (12716)| Qa0 (29| (235)] (26| (216 (12:24) (816
o)) 12| @I 12| q250) Q5| (015 (1530 (510)
o) (1216 129 (o) (1235 WD (642 (14-2) (-21/3)
©O0)| G9)| (1824)| (o) (24)| @14 (1284)  (28/4) (42/-6)
©00)| 201%)| (3615)| (0-33)| (-85315)| (UB)| (15/120)| (-40%-5))  (24/3)
00| ey (29| (216)| (12-35)| (24 Q19 (39) (12/-36)
00| 29| (129| ©m| ©-125] ©-5] (0-45] (150 150)

3. Anwendung von Koordinatentransformationen

Hat man Aufgabenstellungen zur analytischen Geometrie mit ganzzahligen numerischen
Werten vorgegeben, so kann man die Zahlenwerte durch Anwenden geeigneter affiner Trans-
formationen rasch modifizieren.

3.1 Grundlagen

Bekanntlich vesteht man unter einer affinen Transformation im R® eine Abbildung

¢:R*— R derForm ¢: X = AX+T, wobei A eine reelle nxn-Matrix und TeR" ein fi-
xer Translationsvektor ist.

Eine affine Abbildung setzt sich also aus einer linearen Abbildung und einer Translation zu-

sammen. Sie is

ist.

t genau dann bijektiv, wenn der Wert der Determinante von A ungleich Null

i

A A e
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Durch eine bijektive affine Abbildung wird

o jeder Punkt des R" auf einen Punkt des R”, jede Gerade auf eine Gerade und jede Ebene
auf eine Ebene abgebildet,

o Das Teilverhiltnis dreier Punkte auf einer Geraden bleibt invariant. (Daher wird insbeson-
dere der Mittelpunkt einer Strecke auf den Mittelpunkt der Bildstrecke abgebildet).

o Parallele Vektoren (Geraden) werden auf parallele Vektoren (Geraden) abgebildet.

Wichtige Beispiele affiner Transformationen sind die Kongruenzabbildungen und die Ahn-
lichkeitsabbildungen:

Fiir Kongruenzabbildungen gilt auBerdem, dass sie

 Winkel zwischen Vektoren invariant lassen (Daher werden insbesondere zwel zueinander
normale Geraden auf zueinander normale Geraden abgebildet),

e Streckenlingen, Flicheninhalte und Volumina invariant lassen.

Fiir Ahnlichkeitsabbildungen gilt iiber die allgemeinen Eigenschaften affiner Abbildungen

hinaus, dass sie
« wie Kongruenzabbildungen Winkel zwischen Vektoren invariant lassen
o und dass jede Strecke auf eine Strecke mit genau k-facher Linge abgebildet wird.

Konguenz- bzw. Ahnlichkeitsabbildungen in R" kénnen folgendermaBen charakterisiert wer-
den:

Eine Kongruenzabbildung (Bewegung) im R® ist eine Abbildung ¢: R" > R" der Form

0:X > AX+T wobei A eine orthogonale nxn-Matrix und TeR" ein fixer Translati-
onsvektor 1st.

Eine Ahnlichkeitsabbildung im R" ist eine Abbildung ¢: R" — R" der Form

¢ X - kAX+T wobei A eine orthogonale nxn-Matrix, k eine positive reelle Zahl
und TeR" ein fixer Translationsvektor ist.

Orthogonale Matrizen sind reelle nxn-Matrizen, deren Zeilenvektoren ein Orthonormalsy-
stem bilden, d.h. jeder Zeilenvektor hat Betrag 1 und das Skalarprodukt AL A, Zweier ver-
schiedener Zeilenvektoren hat den Wert Null.

Orthogonale 2x2-Matrizen A = [‘; 3) sind demnach jene 2x2-Matrizen, die der Bedingung

AZ+bhr=2+d=1 A ac+bd=0 geniigen.

Alle diese Matri ind v A = (cpsa —sin aj A= (cpsa sin )
e Matrizen sind von der Form A sine  cosa oder A={500 _cosa)

Der erste Typus beschreibt eine Drehung mit dem Ursprung als Drehzentrum und dem Dreh-

winkel o, der zweite eine Spiegelung an einer Geraden durch den Ursprung mit Anstiegswin-
kel /2.
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3.2 Beispiele fiir Kongruenz- und Ahnlichkeitsabbildungen im R’

a) Translationen
Die cinfachste Mdglichkeit, Punkte mit ganzzahligen Koordinaten durch eine Kongruenzab-
bildung in Punkte mit ganzzahligen Koordinaten abzubilden, besteht darin, eine Translation
anzuwenden.

X - X+T, (x/y) (x+t/y+t)

b) ,, Triviale® orthogonale Abbildungen

Einfach anzuwenden sind auch die folgenden orthogonalen Abbildungen:
= k"’r) Spiegelung an der y-Achse

Spiegelung an der x-Achse

= (‘i) Drehung um (0/0) um 180°

e (e "B

(;) - ((1) 2) {\’f,) = (%) Spiegelung an der ersten Mediane
(;) b= (_(_)1 (‘) - (’;) = (:%) Spiegelung an der zweiten Mediane
(;) - (1) "1) - (f,) = (”xy) Drehung um (0/0) um 90°

(
) — (Pl é\) (;) = (V) Drehung um (0/0) um 270°

Da jede orthogonale 2x2-Matrix von der Form A = (fb g) oder A= (2 f ) mit a,b €

Rund 2%+ b*=1ist, kam es (abgesehen von der Einheitsmatrix) keine weiteren orthogona-
len 2x2-Matrizen mit ganzzahligem 2 und b geben.

Beispiel:
Das Dreieck ABC[A(-6/0), B(9/-3), C(6/8)] hat den Hshenschnittpunkt H(5/3) und den Um-
kreismittelpunkt U(2/1).

« Durch Anwenden der Translation X > X + T mit T = (2/-1) erhilt man das kongruente
Dreieck A,B,C, mit dem Héhenschnittpunkt H, und dem Umkreismittelpunkt Uy

= AT =(60)+ ()= (4-1)
L= B+T=(9M3) @)= (U4
= CHT=(608)+ (251 = (877)
B, =H+T=(53)+@-1)= (72)

U, =U+T=(@21)+@2-)= (40)

il

i

O w
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« Durch Vertauschen der Koordinaten und anschliefendes Addieren des Vektors T(-2/1), d.h.

durch Anwenden der Kongruenzabbildung (x/y) = (y-2/x+1) erhilt man das Dreteck
A.B,C, mit dem Hohenschnittpunkt H, und dem Umkreismittelpunkt U:

= (01-6) + (-2/1) = (-2/-5)
= (-3/9) + (-2/1) = (-5/10)
= (8/6) + (-2/1) = (6/7)
L = (3/5) + (-2/1) = (1/6)
L= (1/2) + (-21) = (-1/3)

CEOP

Faustregel:

Wendet man auf die Koordinaten aller gegebenen Punkte eine (oder mehrere) der folgenden
Umformungen an, so liegt eine Kongruenzabbildung vor:

o zur x-Koordinate eine fixe reelle Zahl c addieren,

o zur y-Koordinate eine fixe reelle Zahl d addieren

e das Vorzeichen der x-Koordinate dndern

¢ das Vorzeichen der y-Koordinate dndern

e die beiden Koordinaten vertauschen

¢) Ahnlichkeitsabbildungen

Beispiele fiir Ahnlichkeitsabbildungen, die ganzzahlige Koordinaten in ganzzahlige Koordi-
naten tiberfithren, lassen sich einfach finden: Jede Abbildung ¢: R*+> R* von der Form

t
b) 'X"'(tlj’ das heifit (x/y) > (ax+by+t /-bx+ay+t,)
2

Xl-—)(_ab a

—a

oder XH(Z b]~X+(§l), das heift (x/y) > (ax +by+t,/bx-ay+t)
2

mit a,b e Zund T = (t,/t,) € Z’ ist eine solche Abbildung.

Konkrete Beispiele sind etwa:

¢ (X/Y) > (x+y/ -X+Y)

¢ Xy s (xty/x-y)

* (X/y) > 2xt+y/-x+2y)
* (x/y) = Bx+y/ -x+3y)
¢ (X/y) > (2x+y/ -x-2y)
* (X/y) > (2x+3y/-3x +2y)
* (x/y) - Bx+2y/ -2x+3y)
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3.3 Beispiele fiir Kongruenz- und Ahnlichkeitsabbildungen im R’

a) Kongruenzabbildungen:

Beispiele fiir Kongruenzabbildungen im R’, die ganzzahlige Koordinaten in ganzzahlige Ko-
ordinaten iiberfithren, sind analog zu Abschnitt 3.2:

o alle Translationen mit ganzzahligem Translationsvektor im R’

e und alle , trivialen® orthogonalen Abbildungen im R’ (Insgesamt gibt es 48 orthogonale
Matrizen, bei denen jeder Zeilenvektor einmal die Eintragung *1 und sonst nur die Eintra-
gung 0 enthilt).

Analog zum R’ kann man die folgende Faustregel formulieren:

Faustregel:

Wendet man auf die Koordinaten aller gegebenen Punkte eine (oder mehrere) der folgenden
Umformungen an, so liegt eine Kongruenzabbildung vor:
e zur x-Koordinate ein¢ 7ixe reelle Zahl ¢ addieren,

« zur y-Koordinate eine fixe reelle Zahl d addieren

o zur z-Koordinate einc fixe reelle Zahl e addieren

das Vorzeichen der x-Koordinate dndern

das Vorzeichen der y-Koordinate dndern

das Vorzeichen der z-Koordinate dndern

x- und y-Koordinaten vertauschen

x- und z-Koordinaten vertauschen

¢ vy-und z-Koordinaten vertauschen

b) Ahnlichkeitsabbildungen:

a b ¢
Durch systematisches Probieren kann man Beispiele fiir Matrizen der Form [d e f ] mit
g h i

ganzzahligen Eintragungen a,b, ¢, d, e, f, g h, i finden, die den Bedingungen
at+bric? = di+er+f? = g+hi+i* A ad +be+cf = ag+bh+ci = dg+eh+fi =0 geniigen.
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c
b] fiihrt auf die Bedingung ac + ab + be =0, und auf die Beispiele:
a

-1 2 2)(-2 4V (-2 6 3)(-3 6 6 4 12 -3
2 -1 2|, 4 4,13 =2 616 =3 6[/-3 4 12§,
2 2 -\4 4 - 6 3 - 6 6 =3/\12 -3 4

-6 10 15)(-4 20 5§
15 -6 10, 5 -4 20|,......
10 15 - 20 5 -

Der Ansatz A =

o0 R
A oo

|
[\S)

a b c
Der Ansatz A=[b g b) filhrt auf die Bedingung atc+d =0 A b? = -2ac und auf die Bei-
¢
-8 4 1Y(-9 6 2)(-9 12 8)(-18 6 1
spiele {4 7 41,16 7 6412 1 120, 6 17 6 |,.....
1 4 -8 \2 6 -9/\8 12 -9 1 6 -18

3.4 Prismen, Tetraeder und Pyramiden mit ganzzahligen Eck-
punktskoordinaten

Eckpunktskoordinaten von Wiirfeln, Prismen, Tetraedern, Pyramiden,...in besonderer Lage zu
den Koordinatenebenen kann man ganz einfach angeben, zum Beispiel:

Wiirfel: [A(0/0/0), B(1/0/0), C(1/1/0), D(0/1/0), E(0/0/1), F(1/0/1), G(1/1/1), H(0/1/1)]
RegelmiBiges Tetraeder: [A(1/0/0), B(0/1/0), C(0/0/1), D(1/1/1)]

RegelmaBiges Oktaeder: [A(1/0/0), B(0/1/0), C(-1/0/0), D(0/-1/0), E(0/0/1), F(0/0/-1)]
Quadratische Pyramide mit Kantenlinge a und Héhe h: [A(0/0/0), B(2/0/0), C(a/a/0),
D(0/a/0), S(+.a/ 3.2/ h)]

Wendet man auf diese Eckpunkte eine Ahnlichkeitsabbildung an, so erhélt man einen hnli-
chen K&rper mit ganzzahligen Eckpunktskoordinaten in allgemeiner Lage zu den Koordinate-
nebenen.

Beispiel 1:
Durch die Ahnlichkeitsabbildung

-2 6 3 5
=13 2 6[LX+]|-1],
6 3 -2 6
dh. (x/y/z) s (-2x+6y+32+5 / 3x-2y+62-1 / 6x+3y-22+6)

W"?rden die Eckpunkte des regelmiBigen Tetraeders [A(1/0/0), B(0/1/0), C(0/0/1), D(1/1/1)]
mit der Kantenlinge V2 auf die Eckpunkte des regelmifigen Tetraeders
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[A,(3/2/12), B,(11/-3/9), C,(8/5/4), D,(12/6/13)]
mit der Kantenlénge 72 abgebildet. (Da jeder Zeilenvektor der obigen Matrix Absolutbetrag
7 hat, ist jede Bildstrecke 7-mal so lang wie die Urstrecke.)

Beispiel 2

Eine gerade quadratische Pyramide kann man durch Angabe der Koordinaten des Basiseck-
punkts A, der Spitze S und eines Normalvektors & der Grundflachenebene festlegen.

So wird durch A(0/0/0), S(2/2/5) und 7 = (0/0/1) eine Pyramide mit Grundkantenlidnge 4 und
Hohe 5 festgelegt, deren Grundfliche in der xy-Ebene liegt.

" -1 2 2 -
Anwenden der Ahnlichkeitsabbildung X [ 2 -1 2] X+ (—73) ergibt:
2 2 -

A= (0/0/0) > A, = (0/0/0) + (-4/-3/7) = (-4/-3/7)
S= (2/2/5) > S, = (12/12/3) + (-4/-3/7) = (8/9/10)
T = (0/0N) - 1, = (22/-1)

(Man beachte: Da eine affine Transformation p(x) = A.X + t einen Vektor -l;é __25uf den Vektor
oP)e(Q) = ¢(Q) - o(P) = (AQ+t-(AP+1)=AQ-AP= A.(Q -P) = A.PQ abbildet, ist
der Normalvektor 7o nur -ait der Matrix zu multiplizieren).

Durch den Basiseckpunki A, (-4/-3/7), die Spitze S,(8/9/10) und den Normalvektor o, =(2/2/-
1) der Grundflachenebene wird nun eine gerade quadratische Pyramide mit ganzzahligen
Eckpunktskoordinaten festgelegt, deren Grundflichenebene nicht mehr parallel zur xy-Ebene
liegt. Da jeder Zeilenvektor der verwendeten Ahnlichkeitsmatrix den Betrag 3 hat, hat diese
Pyramide die Grundkantenlinge 4.3 =12 und die Hohe 5.3 = 15.

Beispiel 3

Es sollen ,,schéne** numerische Werte fiir die folgende Aufgabenstellung gefunden werden.
., Von einer dreiseitigen Pyramide kennt man eine Gleichung der Grundflachenebene sowie
Gleichungen der Trigergeraden rweier Seitenkanten. Die dritte Seitenkante stehe auf die
Grundfliche normal. Die Eckpunktskoordinaten der Pyramide sind zu bestimmen.”

Wieder kann man von einer Pyramide in besonderer Lage zu den Koordinatenebenen ausge-
hen:

Sei, zum Beispiel, A(0/0/0), B(6/0/0), C(4/3/0) und D(4/3/5). Dann liegen die Punkte A, B, C
in der xy-Ebene, und die Seitenkante CD steht auf die Grundflichenebene ABC normal.

, -1 2
Anwenden der Ahnlichkeitsabbildung X+ ( % -1
2

1 oo

5
) X+ (—ng ergibt die Bildpunkte
1 -
A(5/-3/-5), By(-1/9/7), C,(7/2/9), D,(17/12/4).
Als Gleichung der Ebene A,B,C, ermittelt man 2x + 2y -z =9, Gleichungen der Trigergera-

den der Kanten A,D, bzw. B,D, sind gegeben durch: g:X = (9/2/-2) + t.(4/5/3) bzw. h:X =
(5/10/6) + u.(6/1/-1).
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4. Orthotetraeder

Im Unterschied zu Dreiecken hat hat nicht jedes Tetraeder einen Hohenschnittpunkt. Tetrae-

der, deren vier Héhen sich in einem Punkt H schneiden, werden als Orthotetraeder bezeich-
net. Im Folgenden werden einige interessante Eigenschaften von Orthotetraedern aufgelistet,

und es wird gezeigt, wie man konkrete numerische Beispiele flir Orthotetraeder erzeugen

kann.

4.1 Orthotetraeder mit ganzzahligen Eckpunktskoordinaten:

Um konkrete numerische Beispiele fiir Eckpunktskoordinaten eines Orthotetraeders zu finden,
kann man folgendermalen vorgehen:

Zunichst wihlt man die Eckpunkte A(0/0/0), B(x,/0/0) und C(x,/y,/0) in der xy-Ebene. Der

| € (x -x)
Héhenschnittpunkt H, ;. des Dreiecks ABC ist gegeben durch H‘,‘BC(x2 / —;——‘y—wz— /0].
2

x (x -x)
Y/ihit man nun den vierten Tetraedereckpunkt D{x2 ey zJ] lotrecht iiber dem
2

Punkt H,zc, so bilden A, B, C und D ein Orthotetraeder. Der Hohenschnittpunkt H dieses
xl(xl_xl) /_xl(xl_xz) .(X‘.‘.(xl_xl)—dylz))‘
y Y,z

2 2

Tetraeders ist gegeben durch H(xl /

Konkrete Zahlenbeispiele sind (diese Werte konnen durch Ahnlichkeitsabbildungen bequem
verdndert werden):

A B c D H U
(O/00) | (6/0/0) | (4/210) | (4/4/4) (4/4/-2) (3/-1/3)
O0/0) | (10/0/0) | (4/4/0) | (4/6/4) (4/6/-3) (5/-1/5)
(0/0/0) | (14/0/0) | (8/4/0) | (8/12/4) | (8/12/-24) |  (7/-4/26)
0/0/0) | (6/0/0) | (40) | (2/24) (2/2/1) (3/1/1)
(U0/0) | (10/0/0) | (6/4/0) | (6/6/4) (6/6/-3) (5/-1/5)
0/0/0) | (@/0/0) | (L/10) | (1/3/3) (132 | (-1/3.5)
0/0/0) | (14/0/0) | (5/3/0) | (5/15/9) | (5/15/-20) | (7/-6/24.5)
000) | (3/0/0) | (U10) | (1/272) (1/2/-1) | (1.5/-0.5/2)
(0/0/0) | (@/0/0) | (/10) | (2/412) (2/4/-6) | (2/-1.5/7)
iy | o0y | (130 | (U172) (1/1/1) (2/1/0)
(0/0/0) | (10/0/0) | (4/6/0) |  (4/4/4) (4/4/2) (5/1/0)
000y | (14/0/0) | (/4/0) | (8/12/8) | (8/12/-12) |  (7/-4/16)
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Die folgende Auflistung von Eigenschaften solcher Orthotetraeder ist als Anregung flir mégli-
che Aufgabenstellungen gedacht:

¢ Die windschiefen Gegenkanten AB und CD (bzw. BC und AD bzw. BD und AC) liegen
zueinander orthogonal, und fiir ihre Langen gilt: AB*+CD? = BC*+AD*=BD*+AC = "

« Die Mittelpunkte der sechs Tetraederkanten liegen auf siner Kuge! mit dem Tetraeder-
schwerpunkt S = (A+B+C+D)/4 als Mittelpunkt und dem Radius t/4.

+ Der Schwerpunkt S ist der Mittelpunkt der Strecke HU, wobei U den Umkugelmittelpurk:
des Tetraeders bezeichnet.

o Die Schwerpunkte der vier Seitenflichen und die FuBpunkte der vier Tetraederhdhen lie-
gen auf einer Kugel mit Mittelpunkt K und Radius r/3 (wobei r den Umkugelradius des
Tetraeders bezeichzet, und K jener Punkt auf der Geraden durch H, S und U 1st, der die
Strecke HS im Verhiltnis 2:1 teilt).

e Die in den Schwerpunkten der vier Seitenflichen auf diese ermchteten normalen Geraden
schneiden einandﬁn einem Punkt N. N liegt auf der Geraden durch H, K, Sund U, und
es gilt HN =4/3 HS

4.2 Rechtwinkelige Orthotetraeder

Besonders einfache Orthotetraeder erhilt man, wenn man x, = 0 setzt: In diesem Fall liegen
alle vier Eckpunkte sowie drei der sechs Seitenkanten auf den Koordinatenachsen. Drei der
vier Seitenflichen sind paarweise aufeinander normal stehende rechtwinkelige Dreiecke, und
der Hohenschnittpunkt fallt mit dem Eckpunkt A(0/0/0) zusammen.

Fiir rechtwinkelige Orthotetraeder mit den Eckpunkten A(0/0/0), B(a/0/0), C(0/b/0), D(0/0/c)
und a, b, ¢ > 0 gilt:

« Die Eckpunkte B, C und D sind die Schnittpunkte der Ebene -g- + -}b— + %
drei Koordinatenachsen.
e Drei der vier Tetraederhdhen fallen mit den Kanten AB, AC und AD zusammen, die Ho-

hen haben die Lingen h,=a, h;=b, hy=cund h,=

« Fiir die Langen zueinander windschiefer Gegenkanten gilt:

[SHv o)

(I =2l =He 31

<

<




/c) )

3=

b s A
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AB*+CD*=BC*+ AD*=BD?*+ AC? = ¢ =a? + b* + 2

= A = (0/0/0), s=(.€1_./£/£)’ =(£ b £) =(£_ b _CZ.) =(£L b _C_)
» H=A=(0/00) iy L Y Ol vy B e et
o Der Umkugelradius ist gegeben durch r=t/2.
o Das Tetraeder hat den Inkugelmittelpunkt I(p/p/p) und den Inkugelradius p, wobei

1

1 .1 .1
2 Th Th

2 3 4

PETT
h
1

Konkrete Zahlenbeispiele sind:

A B C D U o
(0/0/0) (8/0/0) (0/470) (0/074) (@2/2) 1
(0/0/0) (10/0/0) (0/25/0) (0/0/15) (5/12.5/1.5) 3
(0/0/0) (8/0/0) (0/6/0) (0/0/2) (4/3/1) 3/4
(0/0/0) (2/0/0) (0/7/0) (0/0/5) (1/3.5/2.5) 57
(0/0/0) (6/0/0) (0/9/0) (0/0/3) (3/4.5/1.5) 1
(0/0/0) (4/0/0) (0/7/0) (0/07) (2/3.5/3.5) /6
(0/0/0) (6/0/0) (0/7/0) (0/0/7) (3/3.5/3.5) 7/5
(0/0/0) (12/0/0) (0/21/0) 0/0/21) | (6/10.5/10.5) 712

Zahlenbeispiele fiir rechtwinkelige Orthotetraeder mit ganzzahligen Eckpunkten A(0/0/0),
B(a/0/0), C(0/b/0), D(0/0/c) und rationalem Inkugelradius p kann man folgendermafen er-
mitteln:

Falls a, b, ¢ > 0 sind, kann man die Tragerebene der Seitenfliche BCD durch eine Gleichung
ux + vy + wz =pmitu, v, w, p > 0 beschreiben (Dann ist a = p/u, b = p/v und ¢ = p/w). Der
Inkugelmittelpunkt I(p/p/p) liegt unterhalb dieser Ebene und hat von ihr den Abstand p. Dar-
aus folgt:

up+v.p+w-p=pl  wp+v.p+rwop-p
o= =~
Vu?+ v+ w? ! Vur v+ w?

p
U+v+w+Vul+view?

Umformen dieses Ausdrucks ergibt: p =

Wihlt man daher positive ganze Zahlen u, v, w so, dass vu?+v* + w? eine ganze Zahl ist
(siehe dazu die Tabelle in Abschnitt 1.2), und wihlt man p als gemeinsames Vielfaches von u,
vund w, so erhilt man ein Orthotetraeder mit ganzzahligen Kantenldngen a, b,c und rationa-
lem Inkugelradius p.
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5. Ganzzahlige Punkte auf Ellipsen und Hyperbeln

Die Gleichung x* + v.y? = a’ beschreibt flr v e R eine Ellipse und fiir v € R eine Hyperbel

(jeweils mit de Hauptscheiteln (-2/0), (/0) und den Nebenscheiteln [O/ —a—-) [O / ~——?——~) ).

Jw U AW

Fiir jedes i € R mit i* = -1/v wird nun durch

: (X1 B o
o, R* = R%, m,k;) = (i ;’}) @) = (x-ivy/ X +Y),

eine bijektive linearc [ransformation festgelegt, die den Kegelschnitt ky: X+ v.y? = a? auf
den Kegelschnitt k,: 3 + v.y? = a*(1+i%V) abbildet. Dariiber hinaus bildet ¢; auch die Tan-
gente an K, in einem Punkt Te k, auf die Tangente an k, im Bildpunkt o(T) € k, ab, und all-
gemein entspricht der Polaren eines Punktes P € R? beziiglich k, als Bildgerade die Polare des
Punktes ¢,(P) bezliglich: k,.

Mit Hilfe dieser Transfc mation ¢, kann man relativ einfach ganzzahlige Punkte auf Kegel-

schnitten finden, deren”. 1genten an den Kegelschnitt ebenfalls ganzzahlige Schnittpunkte

haben (Im Folgenden wird fiir X = (x/y) € R? die Bezeichnung -X = (-x/-y) und X* = (x/-y)
verwendet.):

Ist T=(x/y,) einPunktaufdem Kegelschnitt x* + v.y? = 2% so liegen die Punkte
Tl = (‘pl(T) = (Xo - iVYU/an + yo) und TZ = (P\(T*) = (xo + iV-Ytz/ixo - yo)
sowie die Punkte - T,, T,*, - T/*, -T,, T,*, - T,* auf dem Kegelschnitt x? + v.y? = a*(1+%v).

Als Schnittpunkte der Tangenten an den Kegelschnitt x* + v.y* = a*(1+1%) mit diesen Bertih-
rungspunkten errechnet man:

Tangenten in T, und inT, (-‘f;- / g)-cij

Yo V¥
Tangenten in T, und in T,*: (x,(1+2v)/ y,(1+ 2v))

(_ B+ 50 M)
3

Tangenten in T, und in - Ty (_gjz;/ a:)
(

Tangenten in T, und in - T;*:

2%

Alle ibrigen Tangentenschnittpunkte liegen symmetrisch zu einem dieser vier Punkte (bzw.
liegen auf einer Koordinatenachse).




-97 -

Ellipse bzw. Punkte auf dem Schnittpunkt der Tangenten an den Kegelschnitt

Hyperbel: Kegelschnitt: mit den Beriihrungspunkten:
T, T, |TyundT, | T,und-T, | T,und T, | T, und-T,*
X2+ 2yr=27 (-3/3)| (5/-1) (9/9)| (-4.5/2.25) (3/6) (-6/1.5)
X2 +2y? =54 -2/5)|  (6/3) (3/6) (-12/3) (18/9) (-4.5/4.5)
x:+2y*=114 -#7)| (8/5) (3/9) (-18/3) (38/19) (-61/6%)
x:+2y*=198 (-6/9)1 (10/7) (3/12) (-24/3) (66/33) (-8.25/8.25)
x*+3y*= 52 -513)| (1) (4/8) -8/9) (13/13) 2/1
x*+3y*=84 (-3/5) 9/ (7/7)| (-10.5/3.5) (12/8) (-8/4)
x:+3y*=156 (-3/7) (9/5) (4/8) (-24/4) (39/13) (-6.5/6.5)
X+ 3y? =273 -9/8)| (15/4) 14| (213.5) (39/26) (-13/6.5)
X2 + 3y* = 588 (-9/13)| (15/11) (4/16) (-48/4)|  (147/49)| (-12.25/12.25)
X2+ 4y? = 40 23)|  (6/) (4/4) (-8/2) (10/5) (-5/2.5)
x? +4y? =80 48| (82) (4/6) (-12/2) (20/10) (=62/3%)
X2 + 4y? = 136 (-6/5)| (10/3) (4/8) (-16/2) (G41T)|  (-8.5/4.25)
X2 + 4y? =200 2| Qo5 (57.5) (-30/5) (40/10) (~62/62)
X? + 4y? =200 (-10/5)| (14/1) (10/15) (-15/2.5) (20/20) (-134/3Y
x* + 4y* =208 (-8/6)| (12/4) (4/10) (-20/2) (52/26) (-10.4/5.2)
x? + 4y? = 340 -4/9)| (12/7) (5/10) (-40/5) (68/17) (-8.5/8.5)
X2 + 4y? = 340 -14/6)| (18/2){ (10/20)|  (-20/2.5) (34/34) (17/4.25)

X2 + 4y? = 520 6/11)| (14/9)| (512.5) (-50/5)|  (104/26)|  (-10.4/10.4)
X2 + dy? = 520 18m| @23)l  (1025)|  (-25/2.5) (52/52) (-20.8/5.2)
X2+ 4y? = 520 (-14/9)| (18/7) (4/16) (-32/2)|  (130/65)| (-16.25/8.125)

X2+ 5y =54 -3/3)| (7-1) (12/6) (-6/2.4)|  (4.5/4.5) (-9/1.8)
2+ Sy =126 o3)| ) 612)|  1221.2)|  @121) (-10.5/2.1)
X2 + Sy =189 8/5)| (12/3)]  (4.5/9)] (-18/1.8)|  (42/21) (-10.5/4.2)
X2 + Sy =270 51| (153) (9/9)] (-22.5/4.5) (30/12) (-12/6)

X2+ 5y =276 -14/4)| (1672)|  (6/18)| (-18/1.2)|  (46/46)| (~15L/3L)
X2 + 5y? = 486 15| @3] (624)] (241.2)]  (81/81)| (-20.25/4.05)

X + 5y* = 504 18/6)| (22/2)| (12128)| (-242.4)|  (42/42) (-21/4.2)
X2 + 5y = 630 (-5/11)| (15/9) (6/12) (-60/6)]  (105/21)|  (-10.5/10.5)
wE+3yr=1155 | (4.5/5)] (7.51)  (73.5)| (-10.5/14)| (8.25/2.75) (-5.5/11)
2 + 3y? =210 -3/8)|  (9/4) (5/10) ¢15/5)]  (2114) 77

2x* + 3y =435 (-6/11){ (12/7) (5/15) (-22.5/5)| (43.5/29) (-92/9%)
2x*+3y* =750 (-9/14)} (15/10) (5/20) (-30/5) (75/50) (-12.5/12.5)

3x2 + 4y? = 336 29| (103)| (710.5) Cl4m| (16/12) (-8/8)
I +4yr=624 | (-109)| (143)|  (8/24) 16/8)|  (26/39) (-13/6.5)
I+4y=912 | (215)] (149)|  (®16)]  (3212)]  (38/19)|  (-9.5/14.25)
E-yi=24 5| G| (4.5/1.5) (-3/-9) s (-8/-16)
Xt -yt =27 (413)| (6-3)| (3.6/1.8)] (-2.25/-4.5) (1.5/6) (-12/-15)
X2 - y? = 45 o) a2y 61| (3-12)| (7.53.75) (-15/-30)
Xt -y2=63 129 (8/1)| (8.4/4.2)| (-10.5/-21) (7.5/3) (-6/-15)
X2 -yi=T2 AuUn|  ©3)| 0.6/48)| (-24-48)| (7.5/1.5) (-3/-15)
2 -yi=14 (5/6)|  (3/-2) /1) 1-4)|  (3.5/3.5) (-7/-14)

260 -y =23 &Nl @-»l (251 (-1/-5)| (4.6/46)]  (-11.5/-23)




2x% - y* =62
4x* - y* =63
4x* - y? =96
4x? -y* =180
4x% - y? =288
x*-2y*=7
x*-2y*=14
x?-2y*=28
x? -2yt =134
x?-2y? =98
x2-3y*=6
x?-3y* =78
x*-3y*=132
x? -3y =132
x2-3y* =198
x* - 4y* =180
X? - 4y? =252
x? - 4y? =288
2x?-3y*=15
2x% -3yt =45
2x2 - 3y* =141
2x* - 3y* =150
3x*-2y?=30
3x2-2y* =138
4x2-3y? =124
4x% - 3y* =132
4x? - 3y* =312
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